
TD - Intégrales à paramètres MP* INP-HB

I) Interversion de limites

Exercice 1: � b.11.001

Déterminer la limite quand n tend vers �8 de :

1.

» 1

0

?
1� tn dt

2.

» 1

0

fptnq dt, où f P C0pr0 , 1s ,Rq.

3. n

» 1

0

lnp1� tnq dt

4.

» 1

0

xn lnx

1� x
dx

5.

» �8
0

Arctanpnxqe�xn

dx

6.

» �8
0

xn

1� xn�1
dx

7.

» �8
0

nfpxqe�nx dx, où f P
C0pR�,R�q bornée.

Exercice 2: � d.01.001

Etudier les limites suivantes :

1. lim
nÑ�8

» �8
�8

1� 2 sin
�
t
n

�
1� t2

dt.

2. lim
nÑ�8

» π
2

0

sinnptq dt.

Exercice 3: � b.11.002

Pour n P N, In �
» 1

0

du

1� un
.

1. Donner I0, I1 et I2.

2. Donner lim
nÑ�8

In.

3. Trouver un équivalent de In � I.

4. On pose J �
» 1

0

lnp1� xq
x

dx. Montrer que J �
�8̧

n�0

p�1qk 1

p1� kq2 .

Exercice 4: � d.01.018

Soit f : r0 ,�8r ÞÝÑ C continue.

On suppose que la fonction f admet une limite �nie par �8 vers une limite �nie ℓ.
Déterminer la limite quand nÑ �8 de

µn � 1

n

» n

0

fptq dt
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TD - Intégrales à paramètres MP* INP-HB

Exercice 5: � d.01.027

Soit f : r0 ,�8r ÞÝÑ R continue, bornée et telle que fp0q � 0.
Déterminer un équivalent simple de la suite punqn¥1 déterminée par

un �
» �8
0

e�ntfptq?
t

dt

Exercice 6: � d.01.041

Montrer » �8
0

t

et � 1
dt �

�8̧

n�1

1

n2

Exercice 7: �� b.11.004

On pose pour n P N, fn : x ÞÝÑ n2xe�nx.

1. Etudier la convergence simple de la suite pfnqn sur r0 , 1s.
2. Soit g une fonction continue par morceaux sur r0 , 1s. Etudier la limite de» 1

0

gptqfnptq dt.

Exercice 8: �� b.11.008

Montrer, pour x ¡ 1 :

ζpxqΓpxq �
» �8
0

tx�1

et � 1
dt

Exercice 9: �� b.11.009

Montrer que

» �8
2

pζpxq � 1q dx �
�8̧

n�2

1

n2 lnn
.

Exercice 10: �� b.11.015

Soit x ¡ 0. Développer Spxq �
» �8
0

sin t

1� ext
dt en série de fonctions rationnelles. En

déduire un équivalent de S en 0�.

Exercice 11: �� b.11.018

Pour α ¡ 0 et n P N�, on pose Inpαq �
» �8
0

dt

p1� tαqn .
1. Trouver une CNS sur nα pour que Inpαq soit bien dé�nie.
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TD - Intégrales à paramètres MP* INP-HB

2. Déterminer une relation de récurrence entre In�1pαq et Inpαq ; en déduire une

expression de Inpαq.
3. Montrer que la suite pInpαqqn converge et donner sa limite.

4. Montrer qu'il existe Kpαq ¡ 0 tel que Inpαq � Kpαq
n

1
α

.

Exercice 12: �� d.01.012

Calculer

lim
nÑ�8

» �8
0

n!±n
k�1pk � xq dx

Exercice 13: �� d.01.032

Soient a et b strictement postifs. On dé�nit deux suites panq et pbnq par

a0 � a, b0 � b et an�1 � an � bn
2

, bn�1 �
a
anbn pour tout n P N

1. Montrer que la suites panq et pbnq convergent vers une même limite.

On note Mpa, bq la limite commune de ses suites.

2. On pose

T pa, bq �
» �8
�8

duapa2 � u2qpb2 � u2q
Montrer

T

�
a� b

2
,
?
ab



� T pa, bq

On pourra utiliser le changement de variable u � 1

2

�
t� ab

t




3. Montrer

T pa, bq � π

Mpa, bq

Exercice 14: �� d.01.070

n désigne un entier naturel non-nul.

1. Justi�er que l'intégrale

» �8
0

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx est dé�nie.

2. Soit a ¥ 0. Calculer

» a

0

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx. En déduire de la valeur de

» �8
0

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx puis de
�8̧

n�1

» �8
0

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx.
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TD - Intégrales à paramètres MP* INP-HB

3. Soit a ¥ 0. Montrer que la série
�8̧

n�1

n2 � x2

pn2 � x2q2 converge uniformément sur r0 , as,
puis que : » a

0

�8̧

n�1

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx �
�8̧

n�1

a

n2 � a2

4. En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer

lim
aÑ�8

�8̧

n�1

a

n2 � a2

5. En déduire que l'intégrale

» �8
0

�8̧

n�1

n2 � x2

pn2 � x2q2 dx est convergente et donner sa

valeur. Qu'en conclure ?

Exercice 15: ��� b.11.018

Soit pfnq une suite de fonctions continues par morceaux de r0 , 1s dans R convergeant

simplement vers une fonction continue f : ÞÝÑ R.

1. Montrer que si

» 1

0

|fn| ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

» 1

0

|f |, alors
» 1

0

|fn � f | ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

0.

2. Montrer que si

» 1

0

f 2
n ÝÝÝÝÑ

nÑ�8

» 1

0

f 2, alors

» 1

0

pfn � fq2 ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

0.

Exercice 16: �� d.01.078

Soit α ¡ 0. Etablir que » 1

0

xα�1

1� x
dx �

�8̧

n�0

p�1qn
n� α

Exercice 17: ��� b.11.019, b.05.051

Si P P CrXszt0u et r ¡ 0, soit NrpP q le nombre de racines de P de module au plus

r comptées avec multiplicités. On admet dans les deux premières questions le résultat

suivant : si P et Q sont dans CrXszt0u et CrXs respectivement, si r ¡ 0 est tel que

pour tout x P C de module r, |Qpzq| ¤ |P pzq|, alors NrpP �Qq � NrpP q.
1. Déduire de l'énoncé admis le théorème de d'Alembert-Gauss.

2. Soit P � X4 � 6X � 3. Déterminer N2pP q, N1pP q, et N 1
3
pP q.

3. Soient r ¡ 0 et P P CrXszt0u ne s'annulant pas sur le centre de centre 0 et de

rayon r. Montrer que

NrpP q � 1

2π

» π

�π

P 1

P
preitqreit dt
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TD - Intégrales à paramètres MP* INP-HB

d'abord en utilisant d'Alembert-Gauss, puis sans.

4. Déduire de la question précédente le résultat admis en début d'énoncé.

Exercice 18: ��� d.01.016

Soit f : R� ÞÝÑ R de classe C1 intégrable ainsi que sa dérivée.

1. Déterminer pour x ¡ 0,

lim
nÑ�8

» �8
0

n cosptqpsin tqnfpxtq dt

2. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 19: ��� d.11.021

Déterminer

lim
nÑ�8

» n

0

�
cos
�x
n

		n2

dx

II) Intégrales à paramètres

Exercice 20: � b.11.032

Soit g :

$&
%

s�1 ,�8r ÝÑ R

x ÞÝÑ
» 1

0

tx � 1

ln t
dt

.

1. Justi�er la bonne dé�nition de g.

2. Montrer que g est de classe C1 et exprimer g1.

Exercice 21: � d.01.083

Soit f :

$&
%

R� ÝÑ R

x ÞÝÑ
» �8
0

dt

1� x3 � t3
.

1. Montrer que f est dé�nie sur R�.

2. A l'aide du changement de variable u � 1

t
, calculer fp0q.

3. Montrer que f est continue et décroissante.

4. Déterminer lim
xÑ�8

fpxq.
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Exercice 22: � d.01.108

Soit f une application continue de R� ra , bs dans R.
1. Expliquer pourquoi f est uniformément continue sur S�ra , bs pour tout segement

S de R.

2. En déduire que F : ÞÝÑ
» b

a

fpx, tq dt est continue sur R.

Pour x P R, on pose gpxq �
» 1

0

ext dt.

3. A l'aide de la question précédente, étudier la continuité de g. Retrouver le résultat
en calculant directement gpxq.

Exercice 23: �� b.11.029

On �xe a ¡ 0.

1. Soit, pour b P R, F pbq �
» �8
0

e�ax2

cosp2bxq dx. Trouver une équation di�éren-

tielle véri�ée par F et déterminer F .

2. Pour b P R, soit Gpbq �
» �8
0

e�ax2

sinp2bxq dx. Montrer que Gpbq �

e�
b2

a

a

» b

0

e
x2

a dx.

3. Trouver la limite de Gpbq puis celle de bGpbq en �8.

Exercice 24: �� b.11.036

Etudier la monotonie, les limites et équivalents aux bornes du domaine de la fonction

suivante :

fpxq � ex
2

» �8
x

e�t2 dt

Exercice 25: �� d.01.109

Soient f : I�R ÞÝÑ R et u, v : I ÞÝÑ R continues. Montrer la continuité de la fonction

x ÞÝÑ
»
upxq

vpxqfpx, tq dt

Exercice 26: �� b.11.043

1. Montrer que

» �8
0

sinu

u
du converge.

2. Montrer que @x ¡ 0,

» �8
0

e�tx

1� t2
dt �

» �8
x

sinpt� xq
t

dt.
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3. En déduire la valeur de

» �8
0

sinu

u
du.

Exercice 27: �� d.01.103

Soit f la fonction donnée par

fpxq �
» π

2

0

sinxptq dt

1. Montrer que f est dé�nie et positive sur s�1 ,�8r.
2. Montrer que f est de classe C1 et préciser sa monotonie.

3. Former une relation entre fpx� 2q et fpxq pour tout x ¡ �1.
4. On pose pour x ¡ 0,

φpxq � xfpxqfpx� 1q
Montrer que

@x ¡ 0, φpx� 1q � φpxq
Calculer φpnq pour n P N�.

5. Déterminer un équivalent à f en �1�.

Exercice 28: �� d.01.125

Pour x, y ¡ 0, on pose

F px, yq �
» �8
0

e�xt � e�yt

t
dt

1. Soit y ¡ 0. Montrer que x ÞÝÑ F px, yq est de classe C1 sur R�
� et calculer

BF
Bx px, yq.

2. En déduire la valeur de F px, yq.

Exercice 29: �� d.01.136

1. Montrer que pour tout x ¡ �1,
» 1

0

lnp1� xtq
1� t2

dt � ln 2

2
Arctanpxq � π

8
lnp1� x2q �

» x

0

lnp1� tq
1� t2

dt

2. En déduire la valeur de » 1

0

lnp1� tq
1� t2

dt
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III) Autour de la fonction Γ

Exercice 30: ��� b.11.049

1. Soit t ¡ 0. Montrer que l'application ft :

$&
%

st ,�8r ÝÑ R

s ÞÝÑ
�
1� t

s
qs



est crois-

sante.

2. Soit Γ la fonction dé�nie sur s0 ,�8r par l'égalité Γpxq �
» �8
0

e�ttx�1 dt.

Montrer que @x ¡ 0, Γpxq � lim
nÑ�8

nxn!

xpx� 1q . . . px� nq .

3. Montrer que @x ¡ 0, Γp2xq � 22x�1

?
π

ΓpxqΓ
�
x� 1

2



.
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